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/INTRODUCCI(')N

Los niumeros complejos se utilizan en todos los campos de las matematicas, en
.~ muchos de la fisica y en ingenieria, especialmente en la Electronica y las
~ Telecomunicaciones, por su utilidad para representar las ondas electromagnéticas
y la corriente eléctrica.

Aerondutica / A

s Movimiento Planetario

Aplicaciones reales para
Nimeros Complejos

Circuitos RLC

O Wlgoracraetric
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Se considera a los numeros: 0,1,i,e ym como los cinco numeros mas
iImportantes en Matematicas, las cuales guardan la siguiente relacion:

em4+1 =0

O Wigocoxetiin (&€

\\
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DEFINICION:

' Todo numero de la forma x + iy; donde x, y son numeros reales, i = V-1, se
© denomina numero complejo (C) y se le denota generalmente por z.

[ Zz=Xx+iyeCVxyeR;i=+v-1 J

El ndmero real x se denomina parte real del complejo z y se denota por:
Re(z) = x

El numero real y se denomina parte imaginaria del complejo z y se denota por:
Im(z) =y

Siy = 0 = z = x se denomina numero complejo real.

L1Six=0>2z= iy se denomina numero complejo imaginario puro.

O Tlgoracraetria
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Consideraciones:

Se denomina el complejo conjugado de z al numero:
Z=X—1y
Se denomina el complejo opuesto de z al numero:
_ —z=2"=—Xx—1ly

Dado:z=x+iyeC —

« Dado:z=x+iy;w=a+bi,eC=>z=wex=aAy=Db

* Elnumero i se denomina unidad imaginaria:i = v—1, tal que:

iZ=—1: j*kt0 = jn.ykne7zZ

© Wlgoradroyetrin
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( )
PROBLEMA 01:
, a+ 3i ,
Siendo z = = un complejo real, calcule el valor de a
— Il
A) —6/5 B) —3/5 C) —2/5 D) —1/5 E)2/5
. J

| CLAVE:A |

© Wgoraocxnetria
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FORMA BINOMICA DE UN NUMERO COMPLEJO

. Laforma bindmica o cartesiana de un numero complejo se establece como:
z=(xy) =x+Iiy
\@ / Ima
S s los:
<@ Eiemplos:
% C Fw=(3;-4) > w=3—4i
20 7Z
§ 7= (0:2) =72=04+2i
% . =z = 2i ,zesunnumero complejo imaginario puro. o
> ne
*p=(-3;0) =p=-3+0i 41!
cg = p = —3 , p €s un numero complejo real.
0 \ p
:‘3 >Re
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OPERACIONES CON COMPLEJOS

- Dados los numeros complejos: z=a+ bi; w =c+di

' Adicidn: Multiplicacidn:

[ z+w=(@+c)+ (b+d)i ] [ zX w = zw = (ac — bd) + (ad + bc)i ]

Sustraccion: Division: w # 0

[ z—w=(@—c)+ (b—-d)i ] [ éz(igit’ig>+<22;3§)l ]

Consecuencia:

—

a+bi | Siz;esunnumerocomplejoreal,b-c=a-d
c+di

Siendo:z; =

0O Wlgoracraetric

Si z,es un numero complejo imaginario puro, ac + bd =0
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MODULO DE UN COMPLEJO

define por:

[ |z| = v/a? + b? }

7 Por ejemplo:
 xz=3+4+4i = |z|=+/32+42

= |z| =5

. *z = [sen(0) + cos(08)] + i[sen(B) — cos(0)]

0 Wlgoracraetric

=> |z| = \/ 2[sen?(0) + cos?(0)]
= |z| = V2

= |z| = /[sen(B) + cos(0)]? + [sen(B) — cos(H)]?

-~ Dado el numero complejo z = a + bi, el mddulo de z se denota como |z| y se

Propiedades:

*|z| > 0;vVz € C
*Silz| =0 =2z =0+ 0i

2| = |z = |~z|

*lzw| = |z||lw]; Vz,weC
/AR VA

* |— VZ,weC w+#0
o~ Jol’

*|z|? =zx7Z; VzeC

*lz + w| < |z| + |w]

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios
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Re(z) = a

Dado: z = bi
ado.z = a + I{Im(z)=b

Ima
(a;b)

\\ Afijo de z

> Re

\\ a
Radio vector asociado a z

© Tbgoruoraetria

REPRESENTACION DE UN NUMERO COMPLEJO

~ La representacion geométrica de un numero de complejo se realiza en un
- plano denominado Plano Complejo o Plano de Gauss:

Ademas si: z = a + bi

(a; b)

Argumento de z
/ [ 0 = Arg(z) ]

(Polo)O

> Re
[ 0<0<2Tm J
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Re(z) = -2

Ej l0:z = =2 4+ 23]
Jemplo- 2 Vi Im(z) = 2V3

|z| = \/(—2)2+(2\/§)2 = 4

© Wigonornetria ‘&

Ejemplo: w =2 — 3i {

Re(w) = 2
Im(w) = -3

lw| = /22 + (=3)2=/13

-3

0 =Arg(w) = 21 — «

O = 2m — arctan (

3

2

)

Afijo de

(2;-3)
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[ PROBLEMA 02 )
| calcule el valor de e . 1 i~
( <1+i>> )~ )=3 O
F = cos| Arg .
1—1
D)—+V3/2 E){-1;0;1}
g J
| CLAVE: C |

Urbg@0a@ooa@lrid

" PROBLEMA 03 A
Calcule el &rea (en u?) de la regién plana que limita el conjunto de niimeros
complejos z, con los ejes real e imaginario, si: |z + 2i| = |z — 3]

A 25 . - 36 5 35 . 25
) 12 48 ) 16 ) 12 ) 16

. J

| CLAVE; B |
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/' PROBLEMA 04 )

Indique la grafica que resulta de z? — z2 = i,siendoz € C,i = V-1

N /2

Rl /
& ﬁ J

| CLAVE: A |
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PROBLEMA 05

A)—1

B)

| Si A B, C, D, EyF son numeros complejos que determinan un hexagono
regular con centro en el origen y lado de longitud 2, calcule el valor de

R = — — —
D-D+E-E—F:F

A-A-B-B+cC-C

0)1 D)2 E)3

J

\§§ ‘
3
S

9

S
§ W
S

| CLAVE: C |
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Lo representamos en el plano de Gauss:

. (%)

Se observa que: x
y

© UPbg@0a000@ERIE

> Re
X

= rcos(0)
= rsen(0)

FORMA POLAR O TRIGONOMETRICA DE UN NUMERO COMPLEJO

Dado el numero complejo en su forma bindmica: z=x+1iy; |z| =1

Luego, reemplazamos en z:
Z=X+1y

= z =rcos(0) + i rsen(0)

[ z = r[cos(0) + isen(0)] ]

[z =r - cis(0) J

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA -

Centro de Estudios Preuniversitarios
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Multiplicacion de numeros complejos en forma trigonométrica:

' Dados los nimeros complejos z, y z, de modulos ry y r, respectivamente:

" 7, = rq[cos(®,) + isen(8,)]

s = 1 [cos(8,) + isen(6,)] . [ 71 X Z5 = (r1)(r,)|cos(06; + 6,) + isen(6; + 6,)] J
2 =TIy 2 2

[ Zy X 2 = (ry)(ry)cis(8; + 6,) J

Ejemplo:

Si:. z=4 (cos (E) + isen (E)) y =3 (cos (4—“) + isen (4—ﬂ)>

7 7 21 21

T A4 _ T 41 1 _ ]
= zw = 12 (cos (7 + ﬁ) + isen (7 + ﬁ)) =12 (COS (§) + isen (§)>

s Zw = 12cis (g)

©) Tlgoracnn@tria
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Division de numeros complejos en forma trigonométrica:

NS 2
2
g rs):
o N
S
N RIS
s 208EAS
VIHTINGOS

'Dados los nimeros complejos z; y z, de modulos r, y r, respectivamente: (r, # 0)

z = r;[cos(0;) + isen(0 Z r
{71 =rileos(®y) +isen(@)] | |2 _ (_> cos(8; — 6,) + isen(6, — 6,)]
- Z; =r1y[cos(8;) +isen(8)] | | %2 \I2

{ 2—1 = (:—i) cis(6; — 6,) J

(4cis(40°))(6cis(70°))
(3cis(65°))

- Ejemplo: Exprese en forma bindmica: z =

Operamos: 5 _ ZAISA°H70°) | 24cis(1109) _ (24 o0 oo,
. =S = — | — ] CIS 3
P . 3cis(65°) 3cis(65°) 3

© Tlgoracn@tria

= 7 = 8cis(45°) = 8[cos(45°) + isen(45°)] -~z = 4V2 + 4V/2i
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/' ( PROBLEMA 06:

Determine el numero complejo z en su forma polar si
zil =4, Arg(z(1+1i)) =mr/2
T

0405 (7) +15en(5)) ¢y cos (%) + isen (2

4

0 Wlgoradroetrin

\B)Z (cos (%) + isen (%)) D) — (COS (%) + isen @)

£~ 2(cos (§) + sen ()

J

| CLAVE:A |




/Teorema de De Moivre:

U
&
5
=
i
2
P
R %
VIHTINGOS

Dado el numero complejo z = |z|(cos(0) + isen(0)), entonces:

[ z" = |z|™|cos(nB) + isen(nb)]; Vn € Z ] [ z" = |z|"cis(n®);Vn € Z J

Demostracion
Lo demostramos por induccion:
i) La igualdad es valida para n = 1, puesto que:

z1 = |z|*[cos(1 - 0) + isen(1 - B)] = |z|[cos(B) + isen(0)]
ii) Supongamos que la férmula es valida paran = k,k € N:
zK = |z|¥[cos(kO) + isen(kO)]
iii) Debemos demostrar que la férmula es valida paran = k + 1:
zK+1 = |z|**[cos((k + 1)0) + isen((k + 1)8)] (1)
Partimos de: zX = |z|¥[cos(kO) + isen(kO)]
| = 7K.z = |z|¥[cos(kO) + isen(kB)] - z
T —

0 Wlgoracraetrica




CLON,
D)
A ( IOW
/= Nz
55 )

b -3
~
=
=

< S
’,3,4 ‘é@
1876

= 7K.z = |z|¥[cos(kB) + isen(k0)] - z

= zK*1 = |z|X[cos(k0) + isen(k8)] - |z|[cos(8) + isen(O)]

= zKt1 = |z|¥. |z|[cos(k®) + isen(kO)] - [cos(B) + isen(O)]

= zK*1 = |z|¥*1[cos(kB)cos(0) + icos(kO)sen(B) + isen(kO)cos(0) + i2sen(kO)sen(6)]
= zK*1 = |z|%*1[cos(k0)cos(0) — sen(kB)sen(0) + i(cos(kO)sen(0) + sen(kd)cos(0)]

= zK*1 = |z|¥*1[cos((k + 1)0) + isen((k + 1)0)]
Queda confirmada la validez de (1).

De esta manera se ha demostrado que la formula es valida vn € N.

Para extender la demostracion de la formula vn € Z, hacemosn = -k k€ Z, ™
1 1 [cos(kB) — isen(k0)]

~ 1zl< Jz/¥[cos(k8) + isen(k®)] Tcos(k®) ~isen(k®)]-—1

| = 7" = |z| Kcos(—k08) + isen(—k0) = |z|"cos(nB) + isen(nb)

\ Por lo tanto, la férmula es vélida vn € Z.

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024-1
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Tenga en cuenta:

[[|Z|(COS(9) + isen(0))]™ = |z|*[cos(nB) + isen(nB)]; Vn € Z J

Ejemplos:

1

K

2 2

1 1
SiERly—

(e

O Tgoracn@tria

+ i\/—§)156= <cos(

2 (e

1 — e = (\/Ecis (%ﬂ))

g) + 1sen (E

4

124

3

Tt

T[ .
—) + 1sen (—

4

)

124
V2 " cis (

142

— COS(

2

124 - 71

4
(1

71Tt
2

711T> : (
— |+ 1Sen| —

156
)) = cos(52m) +isen(52m) =1

)=-

) = 2%2¢is(217m)

—1)124 = 262¢0s(2177) = —

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios
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1 /FORMA EXPONENCIAL DE UN NUMERO COMPLEJO

- Exponencial compleja:

[eie = cos(0) + isen(0) ] {BER

Demostracion

x3 x° x’
sen(x)zx—3!+5!—7!+...

x? x* x®
COS(X):1_§+Z_E+"'

x x2 x3 x* x°

| T2 Sl ¥4 ©.5!
\ En esta ultima, sustituimos x por ix:

o UPbg@0a000@ERIE

eX =1+

E=1+—+—+—+—+—+..

Se conoce las series de Maclaurin para sen(x), cos(x) y e*:

ix (ix)? N (ix)3 A (ix)* N (ix)> A

1! * 2! 3! 4!

5!

4 . .
e: base de logaritmos neperianos

(Férmula de Euler) i = V—1: unidad imaginaria

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios
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. . N2 N3 find /1S
1x+ (ix) N (ix) N (ix) +(1X) .

iX
=l ottty T
o ix x? ix3 x* ix°
> e =14t
X _ 1 x? x4 o ix3 ix®
= e = —E+Z+...+1x—3!+5! +...

= [eix = cos(x) + isen(x)]

Por |o tanto:
Si un numero complejo z en su forma trigonomeétrica es:
z = |z|(cos(6) + isen(6))
\ J

Y-
ele

la forma exponencial de dicho numero z es:

(o e |

|z]: modulo de z

0 = Arg(z)

© Wgocoxetiin €

Ejemplos:
a)z=1+i

= 7 = V2ei(3)

b)w=1-iV3

> W= Zei(%ﬂ)

c)z = —3v3 + 3i

=7 = 6ei(57n)

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios
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i]Yl/ /Consecuencia

* Bados los nimeros complejos en su forma exponencial: z = |z]e!®; » = |w|el®

. Z
ZX w=zw = |z||w| e!®*+P) o i el®=B) 1| £ 0
W I(oI

* Para un complejo z = el(®; [ z] = |e!®] =1 ]

- * Tener en cuenta los siguiente casos particulares:
. 3 . .
[i= i(z) ] [_l—e(n)] [—1=e‘(“)] [ 1 = el ]

‘\“»\ * De la formula de Euler: e!® = cos(8) + isen(8) = [e_i(e) = cos(0) — isen(0) ]

0 Tlgoruoraetria
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OBSERVACION
.~ * A partir de las siguientes relaciones: e!(®) = cos(8) + isen(0) ... (1)

Z ONIV
5 &,
=~ (s}
> =

S
2 RIS
R S
VIHTINGOS

e 1®) = cos() —isen(H) ... (2)

(1) + (2): (1) - (2):
e!®) + e719) = 2cos(0) e!® — e~ = 2jsen(0)
oi(40) _ 4—i(48) 0i(30) | o-i(36)

Ejemplo, simplifiquemos: 1) % = 2) w =

0i(20) 1 o—i(26) ei(8) 1 o—i(0)

_ 2isen(46)  isen(46) iX 2sen(28)cos(26)
‘= 2cos(20)  cos(20) cos(20)

= z = 2isen(20)

) 2cos(308)  cos(30)
'»\ 2) 0 = =
) 2cos(0) cos(0)

0 Wgovuonnetria

= w=2cos(20) — 1
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| PROBLEMA 07 (PC 6 CEPRE UNI 2018-1)

Dado el nimero complejo Z = el(20) 4 i(48) 4 oi(66) 4 oi(88) , calcule; D)
m

A) cot(0) — cot(20) B) cot(26) — cot(30) C) cot(36) — cot(40)
D) cot(48) — cot(56) E) cot(50) — cot(60)

J

Focs

% [ CLAVE: D

g (PROBLEMA 08 (PC 6 CEPRE UNI 2017-1) )

8 Si [1 + cos(B) + isen(0)]? B o

% I 0s(0) T isen(@) 2A + Bcos(0). Calcule: B — A.

o A) —1 B) 0 01 D) 2 E) 3

g | J
| CLAVE:C

\\
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?g% (PROBLEMA 09  (PC 6 CEPRE UNI 2016-1) )
’ | ol 4 oi30 4 4i56

Calcule la parte real del ndmero complejo: 7 = 720 1 o160 & oil08

L A) sen(0) B) cos(6) C) sen(20) D) cos(26) E) cos(36) )

\§
% _
S | CLAVE:B |
S  PROBLEMA 10 )
g | En el plano complejo, calcule el drea de la region R (en u?), definida por
| _ . . 4 .E
% R ={z/z € G|z € [1;3] y Arg(z*) € |0; 2]}
>
S A)m B) 21 i i i
N 03 D)7 E) )

| CLAVE: C |
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PROBLEMA 11

A) tan (g) B) — tan <g) C) cot (g)

\.

/| Siz = cos(9) + isen(#), T < O < 2m. Determine el valor de ‘

1—-2z
1+2z

5 0
) —cot (E)

. 0
) sec (§>

J

| CLAVE:B |

" PROBLEMA 12

~\

Calcule 4 = tan(8) + cot(8) , si Arg(z) = 6 y (

A)16 B)12 C)8

.

)6

D)4

=1

E)2

J

UPbg@0ae020@ErId

| CLAVE: D |
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% 208EAS
CEETED>

" PROBLEMA 13

Calcule la medida del angulo 6, si arg(z) = n/4, ademas

_ sen(40) —icos(490)

UPbg@0a000@ERIE

“ = sen(40) + icos(40)
37 37
A) — — B) — — O—-=%5 D) 75 E)
32 32
. 32 32 2
| CLAVE:B |
p )
PROBLEMA 14
Determine la parte imaginaria del complejo z = .
etermine la parte imaginaria del compilejo z = 1+ COS(Z.X') + isen(zx)
A)lcos(x) B~ (x) 0)- D)=t (x) )t (2x)
> )Zsecx )2 )Zanx )Zan X )

| CLAVE: D |
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BSERVACION
* De la relacién de Euler: ¢'® = cos(8) + isen(0)

. . 0 0 0
14€'®) =1+ cos(6) +isen(8) = 1+ el® = 2cos? (—) +i X 2sen (—) COS (—)

N 2
2
|
>
2
N
£
> A
Vinainaos

\@ 2 2 2
S )
S f | 0 6 0 (8
| i(0) : i(0 0 1(—)
% ; 1+ e'®) = 2cos ]| cos| 5 ) +isen{ 1+ el®) = 2cos(=]e \2
\ J 2
; Y
g | £i(6/2)
K| . 0\ i@
% | * De forma analoga: 1—el® = —2isen (5) el(z)
(% | Ejemplos:
@ 1+ e'*® = 2c0s(20)el(?9) 1 —ei*®) = _2isen(20)el(29)
1 + €'(6®) = 2¢c0s(30)el(39) 1 —el®® = _2isen(30)el(39)

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024-1




3%  OBSERVACION

' * Dado que: r h
el® 4+ e71® = 2¢0s(0), entonces: cos(0) =
2
g y
( . .
| | el(0) _ o—i(6)
el(® — e~1(®) = 2isen(0), entonces: sen(0) = :
8 21 )

* En las dos ultimas relaciones; si en lugar de 6 colocamos a un complejo z, se tiene:

ei(z) — e_i(z) ei(z) -|_ e_i(Z)

sen(z) = 23 cos(z) = >

Ejemplo, calcule: cos(i)
.2 .2
i) 1o-i) e +e et +el 0 1+ e?
= == <« COS\1) =
2 2 Y

cos(i) =

O UPbg@0a000@ERIE
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‘ PROBLEMA 15 )
| Considere el nimero z = eixl_l € C. Calcule el valor de 4 - Im*(z) + 1.
2 (X 2 (X 2 (X 2 (X
\@ \A) CSC (2) B) sec (2) C) tan (2) D) cot (2) E)1 ,
S
S
% | CLAVE:A |
g ' [ PROBLEMA 16 )
K Calcule: 6icos(iln(3))
% A) 5i B) 5 ) 10 D) 10i E) 15
>
S | CLAVE:D |
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RAICES DE UN NUMERO COMPLEJO

Dados el numero complejo z = |z|(cos(0) + isen(0)) # 0 y neN, existen n numeros
complejos z,, 24,25, ...,2,_, (denominadas raices n — ésimas de z), tales que:

Z, =7, paracadak=0,1,23,...,n—1
Ademas, estas raices estan dadas por la formula:

[Zk - (COS (e +n2kn> o (e +n2kn>>J

Ejemplo: Determine las raices cubicas de z = i.

Sabemos que z =1 = cos (g) + isen (g)

g + 2km g + 2km
= Zp = COS - + isen - (donde k = 0,1,2)

Luego, las raices cubicas de z =i son:

m _ T 5Tt _ 5Tt 31 \ 31t
\ Zo = COS (E) + 1sen (g) Z1 = COS 3 + 1sen AR e 23 + 1sen 23
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